INTEGRAL DEFINIDA

Ejercicion®1.-
Mediante los métodos de laintegral definida y geometria elemental calcula el area

limitada por las rectas y =%+1, x =2, x =7 y el ejede abscisas.

Ejercicio n® 2.-

Halla graficamente la siguiente integral:
3
[ Jo—x?ax
-3

Ejercicio n° 3.-
Calcula el area del recinto comprendido entre el eje de abscisas, el eje de ordenadas, y larecta que pasa por

el punto P (2, 3) ytiene de pendiente m =-2, mediante los métodos de la integral definida y de la geometria
elemental.

Ejercicio n°4.-

Halla el area limitada por larecta x +y =5, el eje abscisas y las rectas x=2 y x =4, mediante laintegral
definida y por la geometria elemental.

Ejercicio n°5.-

Calcula graficamente la siguiente integral:

r (1+ﬁ) dx

-1

Teorema fundamental del calculo

Ejercicio n°6.-
Dadala funcion F(x)=j sen’tdt. Obtén los posibles puntos extremos de esta
funcion en [0, 2n].
Ejercicion®7.-
Dadala funcion F(x):J. sen’tdt. Obtén los posibles puntos extremos de esta
funcién en [0, 2x].
Ejercicio n°8.-
1 H —-— X 2 .
Calcula F'(x), siendo F(x)—j1 (sen t+|ogt) dt

Ejercicio n° 9.-

Dada la funcion:

F(x):jx(1+coszt)dt

0

Calcula F' (x)



Ejercicio n° 10.-

Sin necesidad de resolver la integral, indica donde hay maximo o minimo relativo en la funcién:

F(x):j

1

Regla de Barrow

X

(Int-2)dt

Ejercicio n®11.-

Halla el area limitada por la parébola y =x?>—7x + 6, el eje de abscisas y las rectas
X=2, X=6.

Ejercicio n®12.-

Halla el area limitada por las parabolas y = 6x — x?, y = x%—2x.

Ejercicio n® 13.-

Calcula el area limitada por la curva xy =36, el eje de abscisas y las rectas x =3,
x=12.

Ejercicio n° 14.-

Halla el area limitada por lacurva y=x? y larecta y =X +6.

Ejercicio n° 15.-

Calcula el area del recinto limitado por lafuncién y = 2-/x ylasrectas x =1y x =2.

Ejercicio n°® 16.-

Halla el area limitada por las curvas y=¢€*, y=e™ ylarecta x=1.

Ejercicio n®17.-

Halla el area limitada por la curva y =x®—6x?+8x y el eje de abscisas.

Ejercicio n° 18.-

Calcula el area limitada por la parabola y =x?-4x ylarecta y = 3x — 6.

Ejercicio n® 19.-

Halla el area del recinto limitado por lacurva y=(x—-1) - (x + 2), lasrectas x=3, x=2 y el eje de abscisas.

Ejercicio n° 20.-

Calcula el area limitada por las curvas y=x?> e y=|x - 2|.

Calculo de areas vy volumenes

Ejercicio n® 21.-

Calcula el volumen engendrado por la curva y?=8x ylarecta x =2 al girar alrededor del eje X.

Ejercicio n°® 22.-

Demuestra mediante el calculo integral la formula del area de un rectangulo.



Ejercicio n® 23.-

Halla, mediante el calculo integral, el volumen de un elipsoide de radios 3cmy 4 cm.

Ejercicio n°® 24.-

2
Halla el volumen del cuerpo engendrado por la elipse XT+y2 =1 al girar alrededor del

eje X.

Ejercicio n® 25.-

Deduce mediante el calculo integral la férmula del area de un trapecio.

Ejercicio n° 26.-

Calcula, mediante el calculo integral, el volumen de un tronco de cono de radios 3cmy
5cm, y altura 6 cm.

Ejercicio n° 27.-

Halla el volumen engendrado por el trapecio limitado por las rectas x=0, x=5, y=0,
X —5y +10=0 al girar alrededor del eje X.

Ejercicio n® 28.-

Obtén, utilizando el calculo integral, el area de un trapecio de bases 3cm y 5cm, y de altura 4 cm.

Ejercicio n° 29.-

Utilizando el calculo integral, calcula el volumen de un cono de radio 5 m y altura 10 m.

Ejercicio n° 30.-

2 2

Calcula el volumen engendrado por la elipse %+y7 =1 al girar alrededor del eje X.

Ejercicio n° 31.-

Demuestra, utilizando el calculo integral, que el area de un triangulo rectangulo de base 3 m y altura 5 m es
7,5 m?

Ejercicio n°® 32.-

Utilizando el célculo integral, obtén el volumen de una esfera de radio 2 cm.

Ejercicio n® 33.-

Halla el volumen engendrado al girar alrededor del eje X el recinto limitado por
y?=2x, x=1, x=2.

Ejercicio n° 34.-

Obtén la férmula del area de un tridngulo rectangulo mediante el calculo integral.

Ejercicio n® 35.-

Obtén, mediante el calculo integral, el volumen de un cilindro de radio 3 cm y altura
5cm.



SOLUCIONES EJERCICIOS INTEGRAL DEFINIDA

Ejercicion®1.-
Mediante los métodos de laintegral definida y geometria elemental calcula el area

limitada por las rectas y =%+1, X =2, x =7 y el ejede abscisas.

Solucioén:

7 2 !
A:J. 14_1 dx = X_+X 22_3:§u2
X2 a7 "4 4

Geométricamente, se trata de un trapecio:

(9+2j-5 13 5
A= 2 2 @ 2

2 2 4

Ejercicio n°® 2.-

Halla graficamente la siguiente integral:
s 2
I V9 —x?%dx
-3

Solucién:

2

y=49-x> - y?=9-x* 5 x?’+y?=9 — x?+y?=3% (circunferencia)

El recinto cuya area queremos calcular es medio circulo de radio 3 u.

Areazl-n-rzzin-szzgnu
2 2 2

2




Ejercicio n° 3.-

Calcula el area del recinto comprendido entre el eje de abscisas, el eje de ordenadas, y la recta que pasa por

el punto P (2, 3) ytiene de pendiente m =-2, mediante los métodos de laintegral definida y de la geometria
elemental.

Solucioén:

La ecuacion de la recta que pasa por P (2, 3) y tiene de pendiente m=-2 es:

y-3=-2-X-2) - y=-2x+7

7

’ , 7

A:J'Z(_2x+7).dx:{_zx +7x}2 :[_Xz+7XE’2 89 .
0 2 4

0

Ejercicio n°4.-

Halla el &rea limitada por larecta x +y =5, el eje abscisas y las rectas x =2 y x =4, mediante la integral
definida y por la geometria elemental.

Solucioén:

Azﬂs—x)-dx{sx—x—;T =(20-8)-(10-2)=12-8=4

2

Geométricamente, se trata de un trapecio:

_B+n-2
==

A 4 u?

Geométricamente, se trata de un triangulo:

7
A:Z_zﬂuz
2 4



Ejercicio n°5.-

Calcula graficamente la siguiente integral:
1
I [1+\/1—x2 ) dx
-1

Solucioén:

2

y=v1-x*> — x?+y?=1% (Circunferencia)

Se trata de un rectangulo de base 2u y altura 1u mas media circunferencia de radio 1u.

Area=2-1+£-n-12:2+£u2
2 2

Teorema fundamental del calculo

Ejercicio n°6.-
Dadalafuncion F(x):j sen’tdt. Obtén los posibles puntos extremos de esta
funcion en [0, 2x].
Solucién:
Aplicando el teorema fundamental del célculo:
F' (X) = sen®x

F(xX)=0 — sen’x=0 — x=0, x=n y X=2m.

Ejercicio n°7.-

Dadala funcion F(x):j sen’tdt. Obtén los posibles puntos extremos de esta

funcion en [0, 2x].

Solucién:
Aplicando el teorema fundamental del célculo:
F' (X) = sen’x

F(xX)=0 — sen’x=0 — x=0, x=n y X=2m.



Ejercicio n°8.-
Calcula F'(x), siendo F(x)= Lx(senzt +Iogt)-dt
Solucién:
Aplicando el teorema fundamental del célculo:
F' (X) = sen®x + logx

Ejercicio n°®9.-

Dada la funcion:

F(x)zjx(1+coszt)dt
0

Calcula F' (x).

Solucioén:

Por el teorema fundamental del calculo:
F' () =f(x) =1+ cos?x

Ejercicio n° 10.-

Sin necesidad de resolver la integral, indica dénde hay maximo o minimo relativo en la funcién:

X

F(x):J' (int-2)dt

1
Solucién:
Aplicando el teorema fundamental del célculo:
F(x)=Inx-2
F(X)=0 — Inx-2=0 — x=¢?

En x =e? tiene un minimo (pues F" (e?) >0).

Reqgla de Barrow

Ejercicio n®11.-

Halla el area limitada por la parédbola y = x?>—7x + 6, el eje de abscisas y las rectas
X=2, Xx=06.

Solucién:




(La grafica no es necesaria; se incluye para visualizar mejor el problema).

G(x):J.(x2 —7x+6)dx :%3—7;2 +6X

G(6) =72 - 126 + 36 = 18

G(2)=%-14+12=§

G(6)-G(2)=-18 —% = —%

Ejercicio n®12.-

Halla el area limitada por las parabolas y = 6x — x2, y = x? — 2X.

Solucion:
Los puntos de interseccién de ambas curvas son:

Bx —x°=x2-2x — x=0,x=4 — (0,0) y (4,8)

10-

(La gréfica no es necesaria; se incluye para visualizar mejor el problema)

G(x)= I[(Gx —xz)—(x2 —ZX)] dx :J.(— 2x? +8x)dx = _23)(3 +4x?

G(0)=0

G(4)="128 L6454
3

A=G(4)-G(0)= % u?

Ejercicio n®13.-

Calcula el area limitada por la curva xy = 36, el eje de abscisas y las rectas x =3,
x=12.



Solucién:

Y

(La gréfica no es necesaria; se incluye para visualizar mejor el problema).
G(x):J% dx =36 - In| x|

G(3) =36 - In3

G(12) = 36 - In12

G(12) - G(3) =36 - (I12 - In3) = 36 - In4
A =36 In4 u?

Ejercicio n° 14.-

Halla el area limitada por lacurva y=x? y larecta y =X +6.

Solucioén:
Los puntos de interseccion son:

x2=x+6 — P(3,9), Q(-2,4)

(La gréfica no es necesaria; se incluye para visualizar mejor el problema)

_ 2Vax = X 4 ex X
G(x)—j(x+6—x )dx—2+6x 3
G(—2)=—10+§:£

3 3
G(3):g+18—9:277
G(3)—G(—2):£+2:%UZ:A



Ejercicio n° 15.-

Calcula el area del recinto limitado por la funcion y =2x ylasrectas x =1y x =2.

Solucioén:

(La gréfica no es necesaria; se incluye para visualizar mejor el problema).

G(x):fz-\/;dx :%\/x_"’

g3 k)

Ejercicio n° 16.-

Halla el area limitada por las curvas y =¢€*, y=e™ ylarecta x=1.

Solucién:

(La gréfica no es necesaria; se incluye para visualizar mejor el problema).

G(x)=J.(ex —e)dx=e*+e

G(0) =2
2
GH)—e+ -8 *1
e e
G(l)—G(0)= ez +1_2= ez -2e+1
e e

10



e?-2e+1 ,
=— " ""u
e

A

Ejercicio n®17.-

Halla el area limitada por la curva y =x®—6x°+8x y el eje de abscisas.

Solucioén:
La curva corta al eje de abscisas en los puntos:

X¥-6x2+8x=0 > x=0,x=2,x=4

9~

w

i

(La gréfica no es necesaria; se incluye para visualizar mejor el problema).

4

G(X)ZJ.(X3 - 6x° +8x)dx =XT—2x3 +4x2

G(0)=0
G(2)=4-16 + 16 = 4
G(4)=64-128+64=0
G(2) - G(0) = 4
G(4) - G(2) = -4

A=4+|-4=81°

Ejercicio n° 18.-

Calcula el area limitada por la parabola y =x?-4x ylarecta y = 3x — 6.

Solucioén:
Los puntos de interseccion son:

x2-4x=3x-6 — x=1, x=6 — (1,-3) y (6,12)

11



(La gréfica no es necesaria; se incluye para visualizar mejor el problema)

G(X):J.(3X_6_X2+4X)dX:J.(—X2+7X—6)dx: _;(3 +7;2 o
G(l)—_?l 2—6—_?17

G(6) =72 + 126 — 36 = 18

17 125
G(6)-Gl1)=18+—=—
(6)-cl)=18+*7 =2
A:12—5 2

6

Ejercicio n° 19.-

Halla el area del recinto limitado por lacurva y=(x—-1) - (x + 2), lasrectas x=3, x=2 y el eje de abscisas.

Solucioén:
La curva corta al eje de abscisas en:

x-1)-x+2)=0 - x=1y x=-2
i
3.

24

_3 _ -1 2 | x
~14

(La gréfica no es necesaria; se incluye para visualizar mejor el problema).

3 X2

G(x):J-(x—l)(x+2)dx :I(x2+x—2)dx:%+?—2x

(3(—3)=ﬂ+9+6=§
3 2 2
G(—z):_—8+2+4:E
3

(3(1):f+f-2=_—7

12



2
G(2)==+2-4=%
2)=2+2-4-1
10 3 11
—2)-G(- e e
6(-2)-6(-3)=20 31
-7 10 -27 -9
G)-G(-2)="r - ="
v-c(-2) 6 3 6 2
G@%G®:—+—:%
A:1_1+‘—_9‘+1_1:£ 2
6 2] 6 6

Ejercicio n° 20.-

Calcula el area limitada por las curvas y=x? e y=|x - 2|.

Solucién:

Puntos de interseccion:

2 2 x=1
X°==X+2 > X°+x-2=0

X=-2

x¥*=x-2 — x2—x+2=0 No tiene solucion

(exa2-x)dx e X 1o X
G(x)—j( X+2-x2)dx = , H2X=
G(1):—1+2—E U

2 3 6
602%?2—4+§=—39
3 3
7 10 27
)-G(-2)=2+—=2"=4
G(1)-G(-2) sta = =45

13



Calculo de areas y volumenes

Ejercicio n° 21.-

Calcula el volumen engendrado por la curva y?=8x ylarecta x =2 al girar alrededor del eje X.

Solucioén:

64

2

2 X2
V:n-J'SX dx =8| —16m u®
0
0

Ejercicio n°® 22.-

Demuestra mediante el calculo integral la formula del area de un rectangulo.

Solucién:

Calculemos el area bajo larecta y=a entre x=0 y x=h.

Y

b b
A:Ladx=[a-x]0=a-b

Ejercicio n° 23.-

Halla, mediante el calculo integral, el volumen de un elipsoide de radios 3cmy 4 cm.

Solucién:

2 2

El volumen buscado es el engendrado por la curva x_2+y_2 =1 al girar alrededor del eje X
3 4

entre x=-3 y x=3.

3 x? X T
V:n-42-I 1- X |dx =167 | x -2 | =16n-[3-1+3-1]=64n cm’
3 9 27 |,

14



Ejercicio n° 24.-

2
. X .
Halla el volumen del cuerpo engendrado por la elipse o +y? =1 al girar alrededor del

eje X.

Solucioén:

2 2 2 2 37?2
V=TE'I l—X— dXzZn-I l—X— dx =2m - X—X— =2m- E zgnu3
2 4 ) 4 12 o 12) 3

Ejercicio n® 25.-

Deduce mediante el calculo integral la férmula del area de un trapecio.

Solucioén:

Lttt

La recta que pasa por (0, b) y (a, B) es:

B-b X+b

y:

Asi:
a

Azr B_bx+b dx = B_b-x2+bx :B_b-a+b-a:B+b-a
ol a 2a o 2

Ejercicio n° 26.-

Calcula, mediante el calculo integral, el volumen de un tronco de cono de radios 3cmy
5cm, y altura 6 cm.



Solucién:

1 . .
El volumen buscado es el engendrado por la recta y = §X +3 al girar alrededor del eje X

entre x=0y x=6.

Y

6 2 6
V:n.J (;x+3] dx:n[;xz+3x} =247 cm?®

0
0

Ejercicio n° 27.-

Halla el volumen engendrado por el trapecio limitado por las rectas x=0, x=5, y=0,
X —5y +10=0 al girar alrededor del eje X.

Solucién:

]
1

2 3 5
Vv :Tc-J.S(X+1OJ dx:nr(x+10)2dx:n{(x+lo)} =" .(3375-1000)=
o 25 3 |75

2375 951 5
u

=—Tn=——

75 3

Ejercicio n° 28.-

Obtén, utilizando el calculo integral, el area de un trapecio de bases 3cm y 5cm, y de altura 4 cm.
Solucién:

Se trata de hallar el area comprendida entre la recta que pasa por los puntos (0,3) y (4,5) ylasrectas x=0 y x=
4,

16



'S

—
(=}
N
=

Larecta que pasapor (0,3)y (4,5) es y =%x+3.

. 4
A:I 1x+3 dx = 1x2+3x =16 cm?
o\ 2 4

0

Ejercicio n° 29.-

Utilizando el célculo integral, calcula el volumen de un cono de radio 5 m y altura 10 m.

Solucioén:

El volumen buscado es el engendrado por larecta y = %x al girar alrededor del eje X

x=0 vy x=10.

64

10 2 3 10
V:n.I lx dx:ﬂ:.x_ :@n:@nms
o {2 12 | 12 3

Ejercicio n° 30.-

2 2

Calcula el volumen engendrado por la elipse %+y7 =1 al girar alrededor del eje X.

Solucién:

3 2 3 2 3 3
Ver-| 4. 1—%jdx=2nj 4[1—%jdx:8n{x—)2(—7} =81 (3-1)=16nu°

0
0




Ejercicio n° 31.-

Demuestra, utilizando el calculo integral, que el area de un triangulo rectangulo de base 3 m y altura5m es
7,5 m?

Solucién:

Se trata de hallar el area limitada por la recta que pasa por los puntos (0,5) y (3, 0) y los ejes de coordenadas.

Y

oA

(o,

IS

%

| L[ (3,00 | |x
1 T2 3N\ 45
L4

Larecta que pasapor (0,5)y (3,0) es y = _?Sx +5.

3 — — 3 —
A=J S isldx=| 2x245x | =2 115-10 752
ol 3 6 2 2

0

Ejercicio n° 32.-

Utilizando el calculo integral, obtén el volumen de una esfera de radio 2 cm.
Solucioén:

El volumen buscado es el engendrado por la curva y? =4 - x? al girar alrededor del eje X entre x=-2 y x=2.

2 37?2

e I GO
-2

-2

Ejercicio n° 33.-

Halla el volumen engendrado al girar alrededor del eje X el recinto limitado por
y?=2x, x=1, x=2.

Solucioén:

18



Ejercicio n° 34.-

Obtén la formula del area de un triangulo rectangulo mediante el calculo integral.

Solucioén:

b X
. ., a
La recta tiene por ecuacion y = b X.
Asi:
ba ax?]” a-b’> a-b
A= —-XdX: = =
0 b 2b | T 2-b 2

Ejercicio n° 35.-

Obtén, mediante el calculo integral, el volumen de un cilindro de radio 3 cm y altura
5cm.

Solucioén:

El volumen buscado es el engendrado por larecta y = 3 al girar alrededor del eje X entre
Xx=0y x=5.

Y

® 52 5 3
V:nI 32dx =[r - 9x[} =457 cm
0

19



